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疲劳裂纹扩展参数的寿命反推方法
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摘要: 为解决腐蚀疲劳条件下无法由断口判读获得 (a, N )数据集以确定裂纹扩展公式参数的问题,提出了确定

疲劳裂纹扩展参数的寿命反推方法。通过与用 (a ,N )数据集全部数据拟合结果的比较,证明该方法在指数 b= 1

的情况下适用,而在 b≠1时偏差较大; 指定破坏概率的载荷循环数和裂纹长度的比较结果,说明该方法的结果

可用于概率损伤容限分析。
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Abstract: Since the (a , N ) databank can no t be easily ob ta ined in co rro sion fa t igue, the

m ethod fo r determ ine the param eters of crack grow th param eters in term s of fa t igue life is

p resen ted. V ia resu lts comparison, the m ethod show s its good capab ility under the genera l

condit ion of b= 1. T he sm all rela t ive erro r of the est im at ion of crack length and num ber of load

cycles fo r g iven dam age p robab ility p roves that the m ethod given in th is paper can be u sed in

p robab ility dam age to lerance analysis.
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　　进行结构件的概率损伤容限分析,通常采用剩

余强度干涉模型或裂纹扩展寿命干涉模型,这都需

要建立裂纹扩展某一时刻 (特别是裂纹稳定扩展至

断裂前某时刻)的裂纹尺寸分布。通常建立裂纹尺

寸分布的方法是假定裂纹扩展寿命服从某一概率

分布,由疲劳试验获得的裂纹扩展 (a , t)或 (a , N )

数据集估算相应裂纹扩展公式的参数及概率分布

参数,进而获得指定时间 t或指定载荷循环数N 的

裂纹尺寸的分布函数。

一般环境条件下的疲劳试验,可通过降载勾线

等方法在断口上记录下一系列的裂纹扩展位置,通

过断口判读, 可以得到指定载荷循环数N i 对应的

裂纹长度a i。但是, 在腐蚀疲劳试验中, 由于腐蚀

液的作用,无法通过降载在断口上记录下相应的裂

纹长度,但一般可以捕捉到出现可检裂纹和断裂时

的循环数 (N 0, N t) 及其对应的裂纹长度 (a0,

a t)。

由裂纹扩展公式能得到裂纹扩展到一定长度



对应的扩展寿命,该寿命是裂纹扩展公式参数的函

数,因而由出现裂纹及断裂时的裂纹长度及对应寿

命增量,可以反推得到裂纹扩展公式的参数。本文

将建立由裂纹起始及失稳断裂时裂纹长度及对应

寿命反推裂纹扩展公式的参数的方法,并通过实例

验证方法的可行性。

1　用 (a, N)数据集确定裂纹扩展
　　　　　参数的方法

1. 1　裂纹扩展公式

　　疲劳裂纹扩展一般分为3个阶段,通常讨论较

多的是亚临界扩展阶段,这一阶段是裂纹的稳定扩

展阶段。一般可以认为,在谱载荷下亚临界扩展阶

段的裂纹扩展速率可表述为[1 ]:

daödN = Q ab (1)

式中: Q , b为裂纹扩展速率参数,与材料及载荷谱

有关。

考虑裂纹扩展的统计变异性和工程应用的安

全性,随机裂纹扩展公式可采用随机变量模型将确

定性裂纹扩展公式随机化得到[2 ]。

daödN = X Q ab (2)

式中, X 是中值为1的随机变量。

设任意两个时刻 ( t1, t2 )对应的裂纹长度为

(a1, a2) ,载荷循环数为 (N 1,N 2) ,则:

∫
a2

a1

1
Q

a - bda =∫
N 2

N 1

dN (3)

积分得:

N 2 - N 1 =
1

Q
õ 1

1 - b
õ (a1- b

2 - a1- b
1 )　　　　 (b≠ 1)

　　　N 2 - N 1 =
1

Q
õ ln

a2

a1
　　　　　　　　 (b = 1)

(4)

1. 2　用 (a , N)数据集确定Q, b, X的方法

　　设一个 (a ,N )数据集包含L 个应力水平,第 i个应力水平下有n 个断口,其中第k 个断口有m 组 (a ,N )

数据。

对于b= 1的情况,采用最小二乘法令偏差平方和最小,可得[3 ]:

Q k =
m 6

m

j= 1
N j ln a j - 6

m

j= 1
ln a j 6

m

j= 1
N j

m 6
m

j= 1
N 2

j - 6
m

j = 1
N j

2
(5)

　　对于b≠1的情况,根据 (4)式定义偏差平方和Εk:

Εk = 6
m

i= 1

(N i+ 1 - N i) -
1

Q k
õ 1

1 - bk
õ [a1- bki+ 1 - a1- bki ]

2

(6)

　　取Εk 对于Q k , bk 的偏导数,并令它们等于0,求得使Εk 最小的Q k , bk 的。

5 Εk

5Q k
= 0　　　　

5 Εk

5 bk
= 0 (7)

　　取同一应力水平下各个断口的Q k , bk 的平均值作为该应力水平下的Q , b值:

Q =
1
n 6

n

k= 1
Q k　　　　b =

1
n 6

n

k= 1
bk (8)

　　根据工程经验,通常设X 服从对数正态分布,令:

Z = ln X (9)

则Z 服从正态分布N (0, ΡZ ) , ΡZ 为X 的对数标准差:

ΡZ =
1
n 6

n

k= 1
ln

Q k

Q

2

(10)

X 的概率密度函数为: f X (X ) =
1

2ΠΡZX
exp -

1
2

ln X
ΡZ

2

(11)

2　裂纹扩展参数的寿命反推方法

　　设观察到可检裂纹时循环数为N 0,裂纹长度为a0,裂纹稳定扩展至断裂前的循环数为N t,裂纹长度为
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a t, (4)式改写为:

N t - N 0 =
1

Q
õ 1

1 - b
õ (a1- b

t - a1- b
0 )　　　　 (b≠ 1)

　　　N t - N 0 =
1

Q
õ ln

a t

a -
　　　　　　　　 (b = 1)

(12)

　　对于b= 1的情况,由应力水平 i下第k 个试件的试验数据得:

Q k =
ln (a t) k ö(a0) k

(N t) k - (N 0) k
(13)

　　该应力水平下的Q 值取该应力水平下所有n 个试件的Q k 的平均值。

Q =
1
n 6

n

k= 1

Q k (14)

　　对于b≠1的情况,用极大似然法来估计Q 和b的值。

对于同一应力水平下的n 个试件,类似 (6)式定义:

Ε= 6
n

i= 1
[ (N t) i - (N 0) i ] -

1
Q

õ 1
1 - b

õ [ (a t) 1- b
i - (a0) 1- b

i ]
2

(15)

　　同样,解下面的方程组,得到的使Ε最小的Q , b即为所求。

5 Ε
5Q

= 0　　　　 5 Ε
5 b

= 0 (16)

X 的对数标准差: ΡδZ =
6

n

i= 1
z 2

i -
1
n 6

n

i= 1
z i

2

n - 1
(17)

其中:

　　z i = ln
1

Q
õ ln (a t) iö(a0) i

(N t) i - (N 0) i
　　　　　　　 (b = 1)

z i = ln
1

Q
õ 1

1 - b
õ

(a t) 1- b
i - (a0) 1- b

i

(N t) i - (N 0) i
　　　　 (b≠ 1)

(18)

　　X 的概率密度函数如 (11)式所示。

3　计算结果比较

3. 1　两种方法确定的Q, b, ΡZ值的比较

　　下面以××机试验断口数据为例,比较用 (a ,

N )全部数据与用寿命反推方法所确定的裂纹扩展

速率参数值。全部数据均来自参考文献[ 4 ]。

表 1　b= 1时两种方法计算结果的比较

Table 1　Compar ison of the results (b= 1)

(a ,N )全部数

据计算结果

寿命反推方

法计算结果

相对

误差

Q 1

Q 2

Q 3

Ρz 1

Ρz 2

Ρz 3

01000 893

01001 18

01001 34

01295

01144

01311

01000 818

01001 20

01001 36

01295

01137

01281

01084

01017

01018

01001 3

01048

01096

根据该类结构件损伤容限分析的状况,取裂纹

长度a 在018～ 310 mm 段的 (a ,N )数据进行分析,

每个 (a , N )数据集有 3组应力水平下的试验数据。

寿命反推方法取数据集中最接近 018 mm 的裂纹

长度数据作为捕捉到可检裂纹时的裂纹长度值,取

数据集中最接近 310 mm 的裂纹长度数据作为稳

定扩展至断裂前的裂纹长度。分别用 (a ,N )数据集

的全部数据和寿命反推方法确定Q , b的值及X 的

对数标准差,计算和比较结果见表1～表3。表中Q i,

bi, ΡZ i分别表示第 i个应力水平下的Q , b值及X 的

对数标准差。

相对误差 = û (D T - D L ) öD T û

其中: D T 表示用 (a , N )数据集全部数据进行计算

的结果,D L 表示寿命反推方法的计算结果。

3. 2　讨　论

　　从表2可以看出, b≠1时两种方法的计算结果

偏差较大。图1给出了按照寿命反推方法所得结果

绘制的a- ∃N 曲线。
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表 2　b≠1时两种方法计算结果的比较

Table 2　Compar ison of the results (b≠1)

(a ,N )全部数

据计算结果

寿命反推方

法计算结果

相对

误差

Q 1

b1

Q 2

b2

Q 3

b3

Ρz 1

Ρz 2

Ρz 3

01001 01

01790

01001 15

11198

01001 42

11099

01280

01240

01374

01002 00

- 01721

01001 51

01509

01000 53

51776

01286

01129

01181

01985

1191

01307

01575

01627

4126

01021 4

01462

01516

表 3　b≠1时两种方法计算结果的比较

(b采用全部数据的计算结果)

Table 3　Compare of the results

(b is obta ined from the a ll data)

(a ,N )全部数

据计算结果

寿命反推方

法计算结果

相对

误差

b1 01790 01790

Q 1 01001 01 01000 840 01164

b2 11198 11198

Q 2 01001 15 01001 09 01052

b3 11099 11099

Q 3 01001 42 01001 18 01172

Ρz 1

Ρz 2

Ρz 3

01280

01240

01374

01295

01138

01292

01054

01425

01208

从图1可以看出, b≠1时由寿命反推方法得到

的b值并不合理: b太小不符合随着裂纹长度的增

加裂纹扩展加快的事实, b太大反映的则不是裂纹

稳定扩展阶段的裂纹扩展规律。造成b的计算结果

不合理的原因是由一个试件的试验结果代入 (4)式

只有一个方程,但包含Q , b两个待定参数,同一应

力水平下的n 个试件的试验结果进行计算时,由于

∃N 的分散性很大,由 (15)式定义的误差,在 b< 0

时取得最小值,而在b≈ 1和bµ 1时相差不多。这样

确定的b显然不符合实际情况。如图2所示。

b的取值对Q 值的确定有很大影响,因而表 2

中两种方法确定的Q 值也有较大的差别。当b值一

定 (即采用由全部数据计算的b值)时,两种方法计

算的Q 值的差别不大,如表3所示。

图 1　a- ∃N 曲线

F ig. 1　Curve of a- ∃N

图 2　不同b值拟合的情况

F ig. 2　F it curves of differen t b

根据上面的分析,只有b的值在 1附近, (1)式

反映的裂纹扩展速率才符合裂纹稳定扩展阶段的

特征,表2中由全部数据计算的b值也接近1。

表1的数据说明,当 b= 1时,由寿命反推方法

确定的Q 和 ΡZ 值与用全部数据确定的相差很小。

故可用寿命反推的方法确定裂纹扩展公式的参数。

3. 3　两种方法可靠度分析的比较

　　确定裂纹扩展公式参数的目的是确定裂纹扩

展一定时间后, 裂纹长度超越某一指定长度的概

率,这也是进行概率损伤容限分析的基础。

上面的分析表明,在通常损伤容限分析的范围

内,可以取b= 1。由 (2)式并设N 0= 0得:

a = a0eX QN (19)

　　由 (19)式和 (11)式得:
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f (aûa0,N ) =
1

2Π ΡZ a ln (aöa0)
õ

exp -
1
2

ln ( ln (aöa0) ) - ln (QN )
ΡZ

2

(20)

　　根据表 1 中两种方法的计算结果可绘制两种

方法得到的指定载荷循环数N 的裂纹长度的概率

密度函数,如图3所示 (图中取N = 1000)。图中实

线为由全部数据计算结果确定的a 的概率密度,虚

线为由寿命反推方法计算结果确定的a 的概率密

度。

图 3　两种方法得到的a 的概率密度函数的比较

F ig. 3　Comparison of the p robab ility density

function of crack length a

表 4　两种方法所得指定破坏概率的载荷循环数和

裂纹长度的比较

Table 4　Compar ison of the load cycles and crack

length at certa in damage probabil ity

应力

水平
方法

P = 011 P = 0105

N a N a

1

全部数据

寿命反推

相对误差

1 015

1 108

01092

11980

11980

01000

910

995

01093

11803

11805

01001

2

全部数据

寿命反推

相对误差

931

924

01008

21400

21425

01010

884

879

01006

21270

21297

01012

3

全部数据

寿命反推

相对误差

662

678

01024

11942

21012

01036

592

612

01034

11769

11839

01039

表4给出了临界裂纹长度 ac= 310 时,指定破

坏概率为P = 011和P = 0105时,裂纹分别按照由

全部 (a , N )数据和寿命反推两种方法确定的Q 值

及X 的对数方差扩展至ac所经历的载荷循环数N ,

以及裂纹经历N 次载荷循环所达到的裂纹长度的

中值a ,并给出了两种方法所得计算结果的相对误

差。从表4的数据可以看出,两种方法所得计算结

果的差别不大。

4　结　论

　　通过以上分析可以得到如下结论:

(1) 对于航空结构中经常采用的铝合金和结

构钢,在通常概率损伤研究的范围内,裂纹扩展速

率较慢,裂纹扩展公式的指数b可取1,此时可以用

寿命反推方法得到的确定性裂纹扩展公式的参数

Q 及随机裂纹扩展公式参数X 的对数标准差。

( 2) 由寿命反推方法和用完全 (a , N )数据估

算方法得到的指定破坏概率的裂纹扩展寿命值相

差很小,可以用寿命反推方法的计算结果进行概率

损伤容限分析。

(3) 由于寿命反推方法所利用的试验数据很

少,所以在b≠1的情况下,所得计算结果与完全数

据的结果偏差较大。
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